
Εκτιµητική : Μέθοδοι συλλογής και επεξεργασίας παρατη-ρήσεων
µε βασικό στόχο την εκτίµηση άγνωστων
παραµέτρων του πληθυσµού

Έλεγχος στα-
τιστικών υπο-
θέσεων

: Μέθοδοι στατιστικής αξιοποιήσεως παρατηρήσεων
µε στόχο λήψη απόφασης κατά πόσο µια προκα-
θορισµένη τιµή (ή πεδίο τιµών)  µιας παραµέτρου
του πληθυσµού είναι αποδεκτή ή όχι

Παραδείγµατα
Έστω ότι το µέσο ετήσιο εισόδηµα σε συγκεκριµένη πόλη
υπολογίστηκε σε 4.500.000  δρχ.  για κάποιο έτος.    Τρία χρόνια
αργότερα,  θέλουµε να διαπιστώσουµε αν µ = 4.500.000  εξακο-
λουθεί να ισχύει ή όχι
Η χρήση κάποιου φαρµάκου παρουσιάζει τα πρώτα θετικά
αποτελέσµατα κατά µέσο όρο µετά από 10  ηµέρες.  Για ένα νέο
φάρµακο η κατασκευάστρια εταιρία ισχυρίζεται ότι τα
αποτελέσµατα έρχονται σηµαντικά πιο γρήγορα.  Εδώ θέλουµε να
ελέγξουµε,  αν ο χρόνος είναι µικρότερος του 10  ή όχι.

ΕΛΕΓΧΟΣ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΩΝ ΥΠΟΘΕΣΕΩΝ
( H y p o t h e s i s   T e s t i n g )



Κατά την παράδοση µιας παρτίδας προϊόντων ο προµηθευτής

δηλώνει ότι η αναλογία των ελαττωµατικών δεν υπερβαίνει το

0,2.  Προφανώς εδώ ο αγοραστής ενδιαφέρεται αν ισχύει ότι : 

p ≤ 0,2

Γενικά ισχύει ότι για να ελέγξουµε µια υπόθεση,  την οποία συνήθως

ονοµάζουµε µηδενική υπόθεση (null  hypothesis) και συµβολίζουµε µε

Ho,  απαιτείται και µία εναλλακτική υπόθεση (alternative  hypothesis) σε

αντιπαράθεση προς την οποίαν ελέγχεται η H0,  και η οποία

συµβολίζεται µε H1.  Προφανώς η H0 και η H1 είναι συµπληρωµατικές.

Αποδοχή της Ho Απόρριψη της H1

Απόρριψη της Ho Αποδοχή της H1
!



Για τα παραπάνω παραδείγµατα έχουµε :
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Συλλογιστική : Έστω η µηδενική υπόθεση υπό
εξέταση,   όπου η τιµή της παραµέτρου του
πληθυσµού που αποτελεί την µηδενική υπόθεση και
η εκτίµηση που έδωσε το δείγµα για την

00 : ϑ=ϑΗ

0ϑ

ϑ̂
ϑ
Αν η διαφορά µπορεί να αποδοθεί στις
τυχαίες διακυµάνσεις της δειγµατοληψίας,  τότε η
µηδενική υπόθεση γίνεται αποδεκτή.  Άλλως,  
δηλ.  αν η διαφορά είναι στατιστικά σηµαντική,  η
Η0 απορρίπτεται και κατά συνέπεια γίνεται
αποδεκτή η Η1. 

0
ˆ ϑ−ϑ

0Η

Παράδειγµα

Κατά την παράδοση µιας παρτίδας προϊόντων ο προµηθευτής
δηλώνει ότι η αναλογία των ελαττωµατικών δεν είναι µεγαλύτερη
από 0,2.  Ο αγοραστής επιλέγει τυχαίο δείγµα 200  προϊόντων.

2,0p:0 ≤Η

2,0p:1 >Η
Μονόπλευρος έλεγχος

∆ιαδικασία ελέγχου µιας στατιστικής υπόθεσης

.



Γνωρίζουµε ότι για µεγάλα δείγµατα ισχύει
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p1p,pp̂ ~
δειγµατική
αναλογία

αµερόληπτη εκτιµήτρια της αναλογίας p   του
πληθυσµού

Προφανώς,  ακόµα και αν µπορεί να παρατηρήσουµε
τιµές

2,0p ≤
2,0p̂ >

Όµως,  ενώ τιµή µπορεί µε µεγάλη πιθανότητα να
αποδοθεί σε τυχαίες διακυµάνσεις της δειγµατοληψίας,  µια
τιµή π.χ.                 αποτελεί ισχυρή ένδειξη για την απόρριψη
της Η0

85,0p̂ =

22,0p̂ =

Πρόβληµα :  από ποια τιµή της και πέρα,  θα θεωρούµε ότι το
δείγµα δεν συνηγορεί υπέρ του ισχυρισµού του
προµηθευτή απόρριψη Η0

p̂



Έστω,  ότι 2,0p = :
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∆οθέντος ότι p = 0,2,  δηλ.  ότι ισχύει η Η0,  η πιθανότητα
να παρατηρήσουµε είναι 0, 00623,0p̂ =

Με “σχετικά µεγάλη ασφάλεια” µπορούµε να απορρίψουµε
την Η0,  δεδοµένου ότι η πιθανότητα η “µεγάλη διαφορά”

να οφείλεται σε τυχαίες διακυµάνσεις της
δειγµατοληψίας είναι ιδιαίτερα µικρή,  εδώ 0,0062

1,0pp̂ ≥−

Υιοθετώντας το κριτήριο αυτό,  δηλ.  να απορρίπτουµε
την Η0  αν ,  προφανώς µπορεί να απορρίψουµε
την Η0 εσφαλµένα,  µε πιθανότητα 0,0062

Το σφάλµα αυτό καλείται :

Σφάλµα τύπου Ι

Η πιθανότητα του σφάλµατος τύπου Ι καλείται επίπεδο σηµαντι-
κότητας (level  of  significance) του ελέγχου και συµβολίζεται µε

>

3,0p̂ ≥

α



P  ( απόρριψη της ορθή )   =  00 ΗΗ α

Σφάλµα τύπου
Ι

επίπεδο σηµαντικότητας

Το κριτήριο ελέγχου : “ Απόρριψη της Η0 αν Cp̂ ≥

“

κρίσιµη τιµή ελέγχου

διαιρεί το δειγµατικό χώρο ( το πεδίο τιµών της ) σε δύο
ξένα υποσύνολα κατά τρόπο ώστε :

p̂

Cp̂ ≤αν :   δεχόµαστε την Η0

Cp̂ >αν :   απορρίπτουµε την Η0



p C p̂

( )p̂f

∆ιαφορετικά C  οδηγούν
σε διαφορετικά α

περιοχή αποδοχής περιοχή απόρριψης

Επίσης υιοθετώντας το κριτήριο αυτό,  µπορεί να αποδεχθούµε την
Η0,  παρόλο που είναι λάθος.

Το σφάλµα αυτό καλείται :

Σφάλµα τύπου ΙΙ

Η πιθανότητα σφάλµατος τύπου ΙΙ,  δηλ.  

Ρ ( αποδοχή της Η0   Η0 εσφαλµένη )  =  β συµβολίζεται µε β

α :  επίπεδο σηµαντικότητας



Η πιθανότητα β,  εξαρτάται από την πραγµατική τιµή της
παραµέτρου του πληθυσµού που ελέγχεται,  στην προκειµένη
περίπτωση από το p.
Αν για παράδειγµα p = 0, 3 ,  έχουµε :

( )0021,0;3,0
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∆εδοµένου ότι p = 0, 3  συνεπάγεται την µη ορθότητα της Η0,  
αποδοχή της Η0 αποτελεί τώρα σφάλµα τύπου ΙΙ.
Σύµφωνα µε το παραπάνω κριτήριο,  έχουµε :

β = Ρ ( αποδοχή της Η0   Η0 εσφαλµένη )  = 
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Αν p = 0, 25,  ανάλογα :
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Αποτελέσµατα και τύποι σφαλµάτων ελέγχων υποθέσεων

Α π ό φ α σ η

Α π ο δ ο χ ή Ηο

Α π ό ρ ρ ι ψ η Ηο

Ηο ορθή Ηο εσφαλµένη

Ορθή απόφαση
πιθανότητα :

α−1

Εσφαλµένη απόφαση
Σφάλµα τύπου ΙΙ

πιθανότητα :
β

Εσφαλµένη απόφαση
Σφάλµα τύπου Ι
πιθανότητα :

α

Ορθή απόφαση
πιθανότητα :

β−1

Υ π ό θ ε σ η



Κριτήρια και περιοχές αποδοχής / απόρριψης για
δίπλευρους και µονόπλευρους ελέγχους

∆ίπλευροι έλεγχοι

Χρησιµοποιούνται όταν ενδιαφέρουν αποκλίσεις και προς τις δύο
κατευθύνσεις,  π.χ.

Έλεγχοι α λ λ α γ ώ ν παραµέτρων

ποιοτικός έλεγχος διαστάσεων προϊόντων

Οι υποθέσεις Η0 και Η1 εξειδικεύονται ως εξής :

01

00
:
:

ϑ≠ϑΗ
ϑ=ϑΗ



Μονόπλευροι έλεγχοι

Χρησιµοποιούνται όταν ενδιαφέρουν αποκλίσεις µόνον προς µια
κατεύθυνση,  π.χ.  έλεγχος µέσης διάρκειας ζωής µηχανήµατος,  
έλεγχοι αντοχής υλικού,  ποσοστά ελαττωµατικών.

Οι υποθέσεις Η0 και Η1 εξειδικεύονται ως εξής :

01

00

:

:

ϑ<ϑΗ

ϑ=ϑΗ ( )0ϑ≥ϑ

01

00

:

:

ϑ>ϑΗ

ϑ=ϑΗ ( )0ϑ≤ϑ

α−1 α−1

ϑ̂f

α

C ϑ̂

ϑ̂f

α

C ϑ̂
•

Απόρριψη

0H
Αποδοχή
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Απόρριψη αν : Απόρριψη αν :

Θα σ⋅κ−ϑ=≤ϑ ˆ0Cˆ
Θα σ⋅κ+ϑ=≥ϑ ˆ0Cˆ
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σηµείο αναφοράς στατιστικός πληθυσµός µε συνάρτηση
πυκνότητας

•

( )ϑ,xf
παράµετρος πληθυσµού,  
αντικείµενο του ελέγχου

και τυχαίο δείγµα τάξης n

Ανάλογα µε το πρόβληµα εξειδικεύουµε τις Η0 και Η1,  
ώστε να διαµερίζουν το σύνολο των δυνατών τιµών της

σε δύο ξένα υποσύνολολα

•

ϑ

Αποδοχή της Η0 Απόρριψη Η1
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Έλεγχος ως προς την ισότητα,  δηλ.  για µορφή

00 : ϑ=ϑΗ !

BHMATA  ENOΣ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΟΥ ΕΛΕΓΧΟΥ ΥΠΟΘΕΣΕΩΝ



Ορίζουµε κριτήριο απόρριψης της Η0.   Για τον σκοπό αυτό :•

καθορίζεται το στατιστικό του ελέγχου,  π.χ.  δειγµατικός
µέσος

δειγµατική διασπορά

δειγµατική αναλογία

δειγµατικές διαφορές ή αθροίσµατα (2  πληθυσµοί )

( )xˆˆ =ϑ

( )2Sˆ =ϑ

( )p̂ˆ =ϑ

ϑ̂

επίπεδο σηµαντικότητας του ελέγχου.  Οι τιµές (τιµή)  
του στατιστικού του ελέγχου που αντιστοιχούν στο
εκάστοτε επίπεδο εµπιστοσύνης,  καλούνται κρίσιµες τιµές
και συµβολίζονται µε C  (critical  values).

Οι κρίσιµες τιµές προσδιορίζουν τις περιοχές απόρριψης
και αποδοχής της Η0.

α



α :   επίπεδο σηµαντικότητας

2α2α

2C

α−1

1C

Αποδοχή

0Η

0ϑ
Απόρριψη

0Η

ϑ̂
Απόρριψη

0Η

( )ϑϑ
ˆf ˆ

Κριτήριο :
Θσ⋅κ−ϑ=≤ϑ α ˆ201Cˆ

Θσ⋅κ+ϑ=≥ϑ α ˆ202Cˆ
Απόρριψη

0Η

••



Παίρνουµε την απόφαση ως εξής :•

∆εχόµαστε την Η0,  αν το δείγµα δίνει τιµή από την
περιοχή αποδοχής

ϑ̂

Απορρίπτουµε την Η0,  αν το δείγµα οδηγεί σε τιµή
από την περιοχή απόρριψηςϑ̂

Παράδειγµα

∆ιαφηµιστική εταιρία ενδιαφέρεται για το ποσοστό (αναλογία)  νέων
κάτω των 18  ετών που παρακολουθεί τις εκποµπές της.  Να
ελεγχθεί σε επίπεδο σηµαντικότητας 0,05  (α = 0,05) η υπόθεση,  ότι
το ποσοστό είναι p=0,5, αν σε τυχαίο δείγµα 250  τηλεθεατών,  οι
118   είναι κάτω των 18.

∆ίπλευρος έλεγχος,  δεδοµένου ότι ενδιαφέρουν αποκλίσεις από το
p = 0,5  προς κάθε κατεύθυνση

•

5,0p:0 =Η

ϑ=̂ 0ˆ ϑ=

5,0p:1 ≠Η



Ως στατιστικό ορίζεται εδώ η δειγµατική αναλογία• ϑ̂ p̂

Γνωρίζουµε ότι : ( )
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αναλογία πληθυσµού
Άρα :
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εφόσον ο πληθυσµός έχει p = 0,5 !

α−1

p̂

2α

2C1C

2α

( )p̂f

Περιοχή αποδοχής [ C1,  C2 ] :



436,0001,05,0C 025,0ˆ
2

01 =⋅κ−=σ⋅κ−ϑ= Θα

562,0001,096,15,0C2 =⋅+=

Περιοχή αποδοχής : [ ]562,0;436,0

∆εδοµένου ότι η παρατηρηθείσα δειγµατική αναλογία

472,0
250
118p̂ == εντός περιοχής αποδοχής

Η0 αποδεκτή

96,1



Ποια η πιθανότητα σφάλµατος τύπου Ι ;•

Ρ=α ( Απόρριψη ορθή )   =  0,0500 ΗΗ

πιθανότητα σφάλµατος τύπου Ι επίπεδο σηµαντικότητας≡̂
• Να υπολογιστεί η πιθανότητα σφάλµατος τύπου ΙΙ του

παραπάνω ελέγχου,  όταν το πραγµατικό ποσοστό του
πληθυσµού είναι : ;6,0;55,0;5,0;45,0;4,0

Ρ=β 00 ΗΗ( Αποδοχή εσφαλµένη )   

( )5,0pCp̂C 21 ≠≤≤Ρ=

634,0 265,0

( )4,0p562,0p̂438,04,0p =≤≤Ρ=β⇒=

Τώρα,  η δειγµατική αναλογία είναι κατανεµηµένη κατά :p̂
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4,0 5,0 6,0 p̂
• •
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( ) ( ) ( ) 11,023,123,523,523,1 =φ−φ=≤Ζ≤Ρ=

1 89,0
Λόγω συµµετρίας,  ίδιο αποτέλεσµα για p = 0,6

τυποποιηµένη
p̂



( )45,0p562,0p̂438,045,0p =≤≤Ρ=β⇒=
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( ) ( ) ( ) 65,065,01138,05,35,338,0 =+−=−φ−φ=≤Ζ≤−Ρ=
1≈ ( )38,01 φ−

65,0
Λόγω συµµετρίας,  ίδιο αποτέλεσµα και για 55,0p =

4,0 5,0 6,0 p̂
•

438,0C1 = 562,0C2 =

β

1Cp =

•

2Cp =

και στις δύο περιπτώσεις :  5,0≈β

1Cp = ή 2Cp =



,05,0p =β= δεδοµένου ότι στην περίπτωση αυτή,  η Η0 είναι ορθή

Όµως,  για τιµές του p  « πολύ κοντά » στο 0, 5   έχουµε :

( ) 95,015,0p562,0p̂438,0 =α−=≈≤≤Ρ=β

Το λάθος τύπου ΙΙ για τιµές του πληθυσµού «πολύ κοντά» στην
µηδενική υπόθεση είναι µεγάλο και ίσο µε 1 - α

Μείωση του α Αύξηση του β

( Σφάλµα τύπου Ι ) ( Σφάλµα τύπου ΙΙ )



11,0
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Να υπολογιστεί η πιθανότητα σφάλµατος τύπου ΙΙ για τιµές
:µ 325,320,315,307,305,300

µέση αντοχή της
νέας µεθόδου

Έχουµε :
!300. >µδηλ

β = Ρ (  Αποδοχή της Ηο Ηο εσφαλµένη )

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ µ−

<Ζ=>µ<Χ=
3

307P300307P
C=

α−=β 1

•

300 310
µ•

307C =

Για µ = 300,  το β προφανώς δεν
ορίζεται.  Για µ όµως του 300,  
αλλά “πολύ κοντά” στο 300,  έχουµε
:

>

99,01 =α−=βα

300=µ



Υπολογιστικά : ( ) 99,033,2
3

300307
=<ΖΡ=⎟

⎠
⎞

⎜
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Εύκολα υπολογίζουµε :
:µ 325320315307305300
:β 00004,05,075,099,0
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Παράδειγµα

Η µέση αντοχή καλωδίου είναι µ =  300,    η δε τυπική του
απόκλιση σ = 24.  Μια νέα µέθοδος κατασκευής έδωσε 309x =
στα πλαίσια αξιολόγησης δείγµατος τάξης 64.

Αυξάνει τη µέση αντοχή η νέα µέθοδος σε επίπεδο
σηµαντικότητας 0,01

-

Μονόπλευρος έλεγχος,  δεδοµένου ότι ενδιαφέρει µόνο µία
κατεύθυνση

•

300:0 =µΗ
0ˆ ϑ=

300:1 >µΗ

<

Ως στατιστικό ορίζεται προφανώς η δειγµατική µέση τιµή
:  
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⎜
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∞→n

Αν ισχύει
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α−1

x

α

C

περιοχή αποδοχής
Η0

περιοχή απόρριψης
Η0

300

307333,23003300C 01,0ˆ
2

0 =⋅+=⋅κ+=σ⋅κ+ϑ= Θα

Η παρατηρηθείσα τιµή βρίσκεται εντός περιοχής
απόρριψης Η0

309x =

Ναι,  η νέα µέθοδος είναι καλύτερη

33,2=



1 - β :   ισχύς ελέγχου,  δύναµη του ελέγχου να απορρίπτει
εσφαλµένες Ηο

κ : πιθανότητα αποδοχής σωστών Ηο για µ <  300

α : µέγιστο σφάλµα τύπου Ι για µ=300.  
Για µ < 300,  το σφάλµα τύπου Ι είναι µικρότερο του α
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Για µονόπλευρους ελέγχους της µορφής : :H0 0µ=µ >

:H1 0µ<µ
υπολογίζεται ανάλογα χαρακτηριστική λειτουργική καµπύλη της
µορφής :

θοςλΗ ά0 ή0 ορθΗ

κ :  πιθανότητα αποδοχής σωστών Η0 για 0µ>µ


